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Abstract. The method of constructing spectral series for the  nonlocal Gross-Pitaevskii equation is presented. The eigenfunctions concentrated on a curve in phase space and eugenvalues are constructed. The semiclassical quatization condition is obtained for the stationary states. Our approach is based on the WKB-Maslov method and is adopted for the solutions with the complex topology.   Введение. Модель Гросса-Питаевского в приближении среднего поля описывает бозе-эйнштейновский конденсат (БЭК) в разреженных газах [1]. Часто для простоты используют локальное уравнения Гросса-Питаевского (УГП), которая является приближении короткодействующего взаимодействия нелокальной версии, однако ряд физических задач требует учет дальнодействующего характера межатомного взаимодействия (например, диполь-дипольное взаимодействие [2]), описываемого нелокальным УГП. Нелокальное УГП является нелинейным интегро-дифференциальным уравнением в частных производных, что сильно осложняет построение его решений как аналитическими, так и численными методами. Для численных методов особенно сложным становится решением спектральной задачи для УГП, которая обычно сводится к итеративному процессу, требующему хорошего начального приближения для стационарных состояний [3]. Обычно в качестве таких приближений выбираются решения соответствующего линейного уравнения Шредингера, которые являются хорошей аппроксимацией только для слабой нелинейности. Аналитические методы тоже, как правило, используют теорию возмущений для слабой нелинейности либо приближение Томаса-Ферми для сильной нелинейности, когда кинетическое слагаемое становится пренебрежимо мало [4]. Таким образом, задача построения решений для произвольной силы взаимодействия до сих пор является нерешенной в общем случае. В данной работе мы рассмотрим ее решение в квазиклассическом приближении на основе идей метода ВКБ-Маслова. Описание метода. Нестационарное нелокальное уравнение Гросса-Питаевского в наиболее общем виде может быть записано как 
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  2ˆ( ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,nti V z W dt t  − ∂ + κ Ψ Ψ =   + ∫h x y y y x  (1)где ( )ˆˆ ,z = p x  – 2n-мерный вектор, 1( ,..., )nx x=x , ˆ i= − ∂h xp , κ  – параметр нелинейности. Слагаемое ( , )V p x  описывает кинетическую энергию конденсата и его потенциальную энергию во внешнем поле ловушки, а ( , )W x y  отвечает эффективному взаимодействию в конденсате в приближении среднего поля. Подстановка   ( , ) exp ( )i tt µ Ψ = − Ψ 
 h
x x  (2)в (1) приводит к стационарному уравнению Гросса-Питаевского вида  2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ),nV W d  + κ Ψ Ψ = µΨ   ∫ yp x x y y x x  (3)для которого при выборе нормировки на единицу 2( ) 1n dΨ =∫

x x  можно поставить задачу на собственные функции и собственные значения µ , которые отвечают химическому потенциалу. Метод построения квазиклассических решений спектральной задачи для уравнения (3), сосредоточенных на кривых, основан на методе построения асимптотических решений задачи Коши для уравнения (1), представленного в работе [5], и выбора из них решений вида (2). Рассмотрим решения, сосредоточенные на одномерном многообразии 1tΛ  (кривой) в фазовом пространстве 
( ) ( ) [ ]{ } [ ]1 , ( , ) ( , ), ( , ) | 0, , 0, , 0,t z Z t s t s t s s T t T TΛ = = = = ∈ ω ∈ >p x P X  (4)где s  – параметр кривой. Нас интересуют многообразия, инвариантные относительно сдвигов по времени. Частным случаем таких многообразий 1Λ  являются кривые, задаваемые функциями Z  вида 
( )( , ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .Z t s Z t s Z t T Z t Z t t t= + ω + = = P X  (5)Такие функции определяются T-периодическими решениями с автомодельной симметрией (5) следующей системы Гамильтона-Эренфеста типа (1,1): 
( ) ( )0 0( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) , .0T n nz z z z n n IZ t JH t H t V Z t W t r dr J IT ×× − κ= = + =   ∫& X X  (6)Здесь n nI ×  – единичная матрица размера n n× . Квазиклассические решения уравнения (1) вида (2), сосредоточенные на кривых (4), (5), с точностью 
( )3/2O h  по правой части могут быть записаны в виде 
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Здесь (1) ( )tX  и ( )xx tσ  – T-периодические решения системы Гамильтона-Эренфеста второго порядка [5], ν  – (n-1)-мерный мультииндекс, а 1ˆ ˆ( ) ( ),2 Tk ka t a t J z= ∆h  –  оператор, действующий при условии ( )t constτ= =x , где ( )ka t , ( ) 1,..., ( 1)ka t n= −  – набор линейно независимых решений Флоке системы в вариациях 
( ) ( )0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ,Tzz zz zz zza t JH t a t H t V Z t W t r drTκ= = + ∫ X X  дополняющих 0( ) ( )a t Z t= &  и отвечающих условию косоортогональности [5]. Для устойчивости кривой 1Λ  в линейном приближении, мы требуем, чтобы показатели Флоке ( )expk ki Tλ = Ω  удовлетворяли условию Im 0kΩ = . Функции ( )С t , ( )Q t  также однозначно выражаются через решения системы в вариациях [5]. Из условия однозначности решений (7) можно получить следующие условия квантования в квазиклассическом приближении (0) (1)µ µ µ= + h : 
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